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Aufgabe �� �
 Punkte
Beweisen Sie folgenden Satz� Ist � eine im Intervall J di�erenzierbare Funktion und
���x �� � in J � dann besitzt � eine di�erenzierbare Umkehrfunktion � und

���y �
�

�����y
�

Aufgabe �� �	 Punkte
Bestimmen Sie eine L�osung y�x der Gleichung

�x� � xy� � y� � y ��

mit y�� � �� indem Sie �� als Gleichung mit getrennten Ver�anderlichen schreiben�

Aufgabe �� �
 Punkte
y�x sei eine L�osung der DGL

y��x � f�x� y�x�

Sei u�s � ��y��s � � � ��s� wo � und �� � Konstanten sind und � eine gegebene
Funktion ist� Bestimmen Sie eine DGL f�ur u�s�

Aufgabe �� �� Punkte
Zur Modellierung des Wachstums einer Fischpopulation wird das Beverton�Holt Modell
oft benutzt�

dN

dt
� N

r

��N
��

wobei N die Anzahl der Fische zum Zeitpunkt t ist und r und � positive Konstanten sind�

a Zeigen Sie� da� N�t eine L�osung von �� ist� falls

N�t�eN�t� � Pert �


gilt� Dabei ist P eine Konstante�

b Zeigen Sie� da� �
 eine eindeutige L�osung N�t hat� �Wenden Sie den Satz �uber
implizite Funktionen an�

c Benutzen Sie die �Methode der getrennten Ver�anderlichen� um �
 herzuleiten�

d Eine Population besteht aus zwei Teilen� jung und alt� Die Anzahl der Mitglieder
in den Teilen werden mit u��t bzw� u��t bezeichnet� wobei t die Zeit in Jahren ist�
Es werden folgende Voraussetzungen gemacht�

� Die prozentualen Geburtenraten f�ur jung und alt sind �� und ��� Die prozen�
tualen Sterberaten f�ur jung und alt sind �� und ��� Jedes Jahr altern prozentual
� Jungtiere�

� Erstellen Sie Di�erentialgleichungen f�ur u��t und u��t� die diese Annahmen
beinhalten�
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Aufgabe �� �� Punkte

a Formulieren Sie die Regel von de l�Hospital�

b Bestimmen Sie

lim
x��

cos�x� �

x�
�

Aufgabe �� �� Punkte

Bestimmen Sie die allgemeinen L�osungen der folgenden Gleichungen�

a xy� � y� � �

b �x� � y� � �xyy� � �

c �y� � x� y

d �x� �y � �� � ��x� �y � ��y� �Es gen�ugt die L�osung in impliziter Form�

Aufgabe �� �	 Punkte
Sei

�x�y� � �x� ��y� � x� � �xy� ��

a Zeigen Sie� da� y��x � x eine L�osung dieser Gleichung ist�

b Zeigen Sie� da� w �� y � y� die Bernoulli Gleichung

�x�w�
� �x�w � ��� xw� � � ��

erf�ullt�

c Bestimmen Sie die allgemeine L�osung von ���

Aufgabe �� �� Punkte
Betrachten Sie die Gleichung

y� � y��y � ��

a Skizzieren Sie das Richtungsfeld�

b Bestimmen Sie die Menge aller Punkte ��� �� f�ur welche das Anfangswertproblem
nicht lokal eindeutig l�osbar ist� ohne die L�osungen explizit zu berechnen�



Prof� Dr� C�W� Cryer SS ����
Dr� A� Klawonn

�Ubungen zur Vorlesung �Gew�ohnliche Di�erentialgleichungen�

�Ubungsblatt �� Abgabe�Do� 	�
������ ����� Uhr

Aufgabe �� � Punkte�
Sei

fn�x� �� nxe�
�

�
nx� ��� � x � �� n � �

Bestimmen Sie� ob die Folge ffng gleichm�a�ig konvergent ist�

Aufgabe ��� � Punkte�

Sei � die Menge aller reellen Folgen x � fxngmit
�P
n��

jxnj
��� ��� F�ur x � fxng� y � fyng

und � � sei� x� y �� fxn � yng� �x �� f�xng�
Zeigen Sie�

a� � ist ein reeller Vektorraum�

b�

��x� y� ��
�X
n��

jxn � ynj
���

erf�ullt die Bedingungen f�ur eine Metrik

i� ��x� y� � �

ii� ��x� y� � �� x � y

iii� ��x� y� � ��y� x�

iv� ��x� z� � ��x� y� � ��y� z��

c� d�x� �� ��x� ����� ist keine Norm�

Aufgabe ��� � Punkte�
Die Entwicklung des HIV Virus im K�orper ist sehr erfolgreich durch das folgende Modell
modelliert worden�

dT

dt
� s� pT ���

T

Tmax
�� dTT � kV T

dT �

dt
� kV T � �T �

dV

dt
� N�T � � cV�

wobei T �t� die Anzahl nicht in�zierter Zellen ist� T ��t� die Anzahl in�zierter Zellen �die
neue Viren produzieren� und V �t� die Anzahl Viren ist� Die Parameter s� p� Tmax� dT � k� ��N
und c sind positive Konstanten�

Sei fT�� T �

�
� V�g eine station�are L�osung�



a� Zeigen Sie� da� T� �
c

Nk

b� Bestimmen Sie T �

�
und V��

Aufgabe ��� � Punkte�
Bestimmen Sie die allgemeinen L�osungen folgender Gleichungen�

a� �� � y�y� � x��� � y�

b� �x� � y��y� � xy

c� y� � y� � x��

�Hinweis� y � �x� ��	x� ist eine L�osung�

Aufgabe ��� � Punkte�
Sei D�J� die Menge aller reellen� stetigen Funktionen auf J �� ��� a� mit der Norm

jjf jj � max
x�J

jf�x�e�axj�

Der Opterator T � D�J�� D�J� sei de�niert durch

�Tf��x� ��

xZ

�

tf�t�dt�

Bestimmen Sie jjT jj�
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Aufgabe ��� �� Punkte�
Sei X  C�J�� die Menge aller stetigen reellen Funktionen� die auf J � �
� �� erkl�art sind�
Sei

jjujj�  sup
x�J

ju�x�e��xj

mit � ��

Zeigen Sie� da�

a� jj � jj� eine Norm ist�

b� Mit der Norm jj � jj� ist X vollst�andig�

Aufgabe ��� �� Punkte�
Die Funktion k�x� t� z� sei f�ur 
 � t � x � a� �� � z � � stetig und gen�uge einer
Lipschitzbedingung in z

jk�x� t� z�� k�x� t� �z�j � Ljz � �zj�

die Funktion g�x� sei f�ur 
 � x � a stetig� Man zeige durch Anwendung des Fixpunkt�
satzes� da� die �Volterra�Integralgleichung�

u�x�  g�x� �

xZ

�

k�x� t� u�t��dt

genau eine in 
 � x � a stetige L�osung besitzt�

Aufgabe �	� �� Punkte�
Ein einfaches Modell zur Beschreibung von Sprints in der Leichtathletik �L�ange der Lauf�
strecke etwa bis ��
 m� ist durch folgende Gleichungen gegeben�

dx

dt
 v

dv

dt
 f � �v�

Dabei ist x  x�t� der Abstand zum Startpunkt des Rennens und v  v�t� die Geschwin�
digkeit jeweils zum Zeitpunkt t� Es gilt�

x�
�  
 �Startpunkt�

v�
�  
 �Startgeschwindigkeit�

Die Parameter � und f sind positive Konstanten�

a� Bestimmen Sie x�t� und v�t��



b� Zeigen Sie� da�

lim
t��

v�t�  f��

lim
t��

x�t�

t
 f���

c� Bestimmen Sie die Laufzeit f�ur den �

 m Lauf mit folgenden Daten�

�  
� ���

f  �� �
�

Aufgabe �
� �� Punkte�
Bestimmen Sie� mit Beweis� ob folgende Funktionen Lipschitz stetig sind� Falls ja� geben
Sie eine Absch�atzung f�ur L an�

a� sin�x�� �� � x � ��

b� ex� 
 � x ���

c� x log x� 
 � x � ��
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Aufgabe ��	 �	 Punkte�

Es sei f�x� y� � C��R�� und y�x� 

xZ
�

f�t� y�t��dt � 
 � x � ��

a� Zeigen Sie� da� das Integral
�Z

�

y�x�dx

existiert und da�
�Z

�

y�x�dx 

�Z
�

��� x�f�x� y�x��dx�

b� Zeigen Sie� da� y�x� � C��
� ���

Aufgabe ��	 �� Punkte�
Die Funktion f�x� y� sei im Streifen S  J�R� J  �
� a�� stetig und gen�uge der Bedingung

jf�x� y�� f�x� z�j �
k

x
jy � zj f�ur 
 � x � a und y� z � R

mit k � �� Man zeige� da� das Anfangswertproblem

y�  f�x� y� in J� y�
�  �

genau eine L�osung besitzt� und da� sich diese durch sukzessive Approximation berechnen
l�a�t� Die obige Bedingung wurde von Rosenblatt ���
�� angegeben�

Benutzen Sie als Banachraum C�J�� den Raum aller stetigen Funktionen auf J � mit
endlicher Norm

jjujj � sup
x����a�

�
ju�x�j

x

�
�

Aufgabe ��	 �	 Punkte�
Konstruieren Sie die Picard�Iterationen yn �vgl� Walter� S� ��� ���� f�ur das Anfangswert�
problem

y�  �x�y � ��

y�
�  
�

Zeigen Sie� da� die yn gegen die L�osung

y�x�  ex
�

� �

konvergieren�

Aufgabe ��	 �	 Punkte�
Zeigen Sie� da� die L�osung y�x� des Anfangswertproblems

y�  x� � e�y
�

y�
�  


f�ur x � J � �
� ���� existiert und in J der Ungleichung jy�x�j � � gen�ugt�
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Aufgabe ��� �	 Punkte�
Sei A � IRn� A erf�ullt die Bedingung KT � wenn es zu jeder oenen �Uberdeckung

S
i�I

Ui von A

eine endliche �Uberdeckung
nS

j��

U�j
von A gibt� A erf�ullt die Bedingung KA� wenn jede Folge

fxng aus A eine konvergente Teilfolge besitzt mit Grenzwert in A�

Zeigen Sie� KT � KA� wobei Sie folgendes benutzen d�urfen� Jede beschr�ankte Folge fxng
in IRn besitzt eine konvergente Teilfolge�

Aufgabe ��� �	 Punkte�
Man l�ose das Anfangsproblem �n � 	�

y� �

�
BBB�

y� y�

�y� y�

�

�
CCCA mit y�
� �

�
BBB�




�




�
CCCA

durch Iteration� Wie lautet die k�te Approximation yk�x�� wenn man von y��x� � y�
� ausgeht�

Aufgabe ��� �� Punkte�
Ein Skifahrer f�ahrt �Schu�� auf einem Hang mit Hangwinkel �� Es gilt �Newtonsche Gesetze��

ma � mg sin� � �mg cos��D

mit

D �
�

�
�ACDv

�

und
m � Masse�

Zum Zeitpunkt t � 
 ist s�t� � v�t� � 
�

a� Formulieren Sie diese Anfangswertaufgabe als eine Anfangswertaufgabe f�ur ein System
von zwei gew�ohnlichen Dierentialgleichungen erster Ordnung�

�
� s

v

�
A

�

� f �s� v� �

�
� s

V

�
A �
� � 
 ���

b� Bestimmen Sie eine analytische L�osung der Gleichung ����

c� Beweisen Sie� da� die Anfangswertaufgabe ��� genau eine L�osung besitzt� und das diese
L�osung f�ur t � �
��� existiert�

Aufgabe �	� �� Punkte�
Sei g � IR � IR eine Lipschitz stetige und f � IR � IR eine stetige Funktion� Zeigen Sie� da�
das System

x� � g�x�

y� � f�x�y

f�ur einen gegebenen Anfangswert auf einem beliebigen Intervall h�ochstens eine L�osung hat�

Hinweis� Benutzen Sie das Gronwallsche Lemma� vgl� Walter� x�� VI� S� ��� ��� Au�age��
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Aufgabe ��� �� Punkte
Man zeige� da� f�ur die Di�erentialgleichung mit getrennten Variablen� genauer f�ur das Anfangs�
wertproblem

y��x � f�xg�y� y�� � ��

die Ableitungen der L�osung y�x� �� � im Fall g�� �� 
 durch

y��x� �� � � �f��g�y�x� �� ��

y��x� �� � � g�y�x� �� ��g��

gegeben sind� Dabei ist nur Stetigkeit von f und g vorausgesetzt� Anleitung� Man di�erenziere
die Identit�at

yZ

�

ds

g�s
�

xZ

�

f�tdt�

Aufgabe �	� �	 Punkte
Die Funktion f gen�uge im Gebiet D � IRn�� einer lokalen Lipschitzbedingung in y� Man zeige�

f gen�ugt auf kompakten Teilmengen von D einer Lipschitzbedingung in y�

Aufgabe �
� �� Punkte
Das linearisierte mathematische Pendel�

a Bestimme die L�osung der Anfangswertaufgabe�

��

� �a� � 
�
��
 � ���
�

� �
 � ���
a � g�l � 
� mit l � L�ange des Pendels� g � �� ��m�s� die Schwerkraft�

��

Dabei bedeuten
�

�� d�

dt
und

��

�� d��

dt�
die Ableitungen nach der Zeit t �Sekunde� wobei �

den Winkel zwischen der Senkrechten und der Pendelstange bezeichnet �rad�

b Man baut eine Pendeluhr� so da� das Pendel einmal pro Sekunde hin und zur�uck pendelt�
Wie lang mu� das Pendel sein�

Aufgabe ��� �� Punkte
Sei I � IR ein o�enes Intervall� a � I und

f � I � I � IR � �x� y� f�x� y�

eine stetige� nach der zweiten Variablen stetig partiell di�erenzierbare Funktion� Man zeige�
da� die durch

F �y ��

yZ

a

f�x� ydx



de�nierte Funktion F � I � IR di�erenzierbar ist� und da� f�ur alle y � I gilt

	F

	y
�y � f�y� y �

yZ

a

	f

	y
�x� ydx�

Anleitung� Man beweise� da� die durch

G�y� z ��

zZ

a

f�x� ydx

de�nierte Funktion G � I � I � IR stetig partiell di�erenzierbar ist und wende die Kettenregel
an�
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Aufgabe ��	 �� Punkte
u erf�ulle die Di�erentialgleichung n�ter Ordnung�

p��t
dnu

dtn
� � � �� pn�tu � 
�

d�h�
nP

k��
pk�tu�n�k��t � 
�

a Sei v�t �� �u�t� u����t� � � �� u�n����tT � IRn

Zeigen Sie� da� v eine Gleichung der Gestalt

v��t � A�tv�t ��

erf�ullt und geben die Matrix A�t explizit an�

b Sei W �t die Wronski�Determinante eines L�osungssystems Y �t von ��� Bestimmen Sie
W �t�

Aufgabe ��	 �� Punkte
Sei ��t� a die L�osung der Anfangswertaufgabe

����t � a��t � 
� t � 

��
 � �� ���
 � 
�

��

Sei �a�t ��
�

�a
��t� a�

Zeigen Sie� da�

���
a
�t � a�a�t � ���t� a� t � 


�a�
 � 
� ��
a
�
 � 


�	

indem Sie

a ��t� a explizit berechnen und die Bedingungen �	 �uberpr�ufen�

b Das Problem �� in ein Problem f�ur Di�erentialgleichungen erster Ordnung umwandeln
und danach den Satz aus Walter S� �	� anwenden�

Aufgabe �
	 �� Punkte
f�x� y sei Lipschitz stetig auf J � IR� J �� �a� b��

Es gilt� u� v � C��J�

u��x � f�x� u�x� x � J�

v��x � f�x� v�x� x � J�

v�a � u�a�



Dann folgt�
v�x � u�x� x � J�

Hinweis� Man betrachte die L�osungen un der �gest�orten� Gleichung

u�
n
�x � f�x� un�x �

�

n
� x � J

un�a � u�a� n � IN�

und zeigt� da� v � un� x � J � Danach eine Anwendung von Satz VI� Walter S� ����

Aufgabe ��	 �� Punkte
L�osen Sie folgendes System von Di�erentialgleichungen

�
� u�

u�

�
A
�

�

�
B�

t�u� � u� � u� � u�
t��

u� � u�

�
CA

mit ui � ui�t� i � �� ��

Hinweis� Benutzen Sie das Verfahren von d�Alembert �Walter� S� ����
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Dieser Zettel dient als Vorbereitung auf die Klausur�

Aufgabe ��� 
�� Punkte�
Man bestimme s�amtliche L�osungen des Systems

x�  
�t� ��x� 
�� t�y � tet
�

y�  �
t� ��x� 
t� ��y � et
�

Anleitung� Das homogene System hat eine L�osung der Form 
x
t�� y
t��  
�
t����
t���

Aufgabe �	� 
�	 Punkte�
Geben Sie ein Fundamentalsystem an f�ur das System

y��  y� �
�
�
y� �

�
�
y� � �

y��  �
�
y� �

�
�
y� � �

y��  �
�
y� �

�
�
y� � x


��

und l�osen Sie das Anfangswertproblem

y�
	�  	� y�
	�  �� y�
	�  ���

Aufgabe ��� 
�� Punkte�
Es gilt�

ag�� � bg� � cg  	

mit positiven Konstanten a� b und c und g � C����	���� Zeigen Sie� da� g
t�� 	 f�ur t���

Aufgabe �
� 
�� Punkte�
Bestimmen Sie die L�osung der Anfangswertaufgabe�

y�
x� 
x� � �xy � y�

x� � �xy � y�
� y
	�  ��

�Zur Kontrolle� y
��  ��

Aufgabe ��� 
�� Punkte�
Richtige Antwort� � Punkte
Falsche Antwort� � Punkte
Keine Antwort� 	 Punkte

Entscheiden Sie� ob die folgenden Aussagen richtig sind� Geben Sie jeweils eine kurze Be�
gr�undung� 
Vorsicht��

�� J � �	� �� � f � C�
D�� D  J � IR� Dann hat die Anfangswertaufgabe

y�  f
x� y� � y
	�  	

eine L�osung y
x�� die auf J de�niert ist�



�� Es sei x � C��	� ��� mit x��
s� � 	� s � �	� ��� Dann gilt� x
s� �
s�

�
� s � �	� ���

�� Es sei n � �� A � IRn�n und � � spur
A��n� u � 
�� �� �� ���� ��T � IRn� Dann ist
x
t� � e�tu eine L�osung der Gleichung x�
t�  Ax�

Aufgabe ��� 
�	 Punkte�
Betrachten Sie die Di�erentialgleichung

dN

dt
 N
� � 
N � c��� � 	 � c � �

N
	�  �

a� Skizzieren Sie das Richtungsfeld�

b� Bestimmen Sie die Ruhepunkte�

c� Geben Sie eine lineare Gleichung f�ur �N

�c
an�

d� Bestimmen Sie die analytische L�osung f�ur c  	�
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